ha ki akarjuk deriteni a 100-
ndl kisebb primszdmo-
kat, akkor el&szor le-

frjuk 1-t61 100-ig a
természetes szdmok
listajat. Megkeressiik
az 1-t6l eltérd els6d
szamot (2), majd
kihdzzuk az 0sz-
szes tobbszorosét.
Ezutdn megkeressiik
a kovetkezd nem ki-
hizott szamot (3), és
annak is kihdzzuk min-
den tobbszorosét. Ezt a fo-

lyamatot annyiszor ismételjiik,
ahdnyszor csak lehetséges. A végén
az Osszes olyan szdm, amely nem
hullott ki a szitgin, primszadm lesz 1
és 100 kozott. Altalanossdgban elmondhato,
hogy az N-nél kisebb Osszes primszdm meg-
taldlasdhoz nem muszdj elvégezni ezt a hosz-
szadalmas folyamatot az N-ig terjed6 Osszes
egész szamra. Bizonyithatd, hogy elegendé az
N-nél kisebb \/N nvagy azzal egyenls egész
szdmokat sziirni. A mi esetiinkben elég azokat
a szamokat vizsgalni, amelyek kisebbek, mint
1/100 = 10.

Eratoszthenész szitija az egyik leghaté-
konyabb moddszer kis, azaz tizmillidrdnél
nem nagyobb primszdmok megkeresésére.
Természetesen nem papirral és ceruzdval
végzett szitdldsrol van sz6. Az informatika
koraban éliink, és tobb olyan algoritmus is
rendelkezésiinkre 4ll, amely lehet6vé teszi,

A Es mintha tudomdnyos

érdemei nem lennének
elegenddk ahhoz, hogy
halhatatlannd tegyék
Eratoszthenész nevét,

a tudds tovdabbi elismerésben
is részesiilt: holdkrdtert
neveztek el rola.

hogy ezt a feladatot szamitogépes progra-
mokkal végeztessiik el. Nem érdemes hosszu
primszamlistdkat tdrolni, hiszen a program
sokkal gyorsabban megtaldlja a szdmokat,
mint barmelyik szdmitdgép, amely a listét a
merevlemezrél olvassa be.

-Végtelen sok primszam van

A primszdmok végtelenségét mar tobb
tucat médon bizonyitottdk. Néhanyan ala-
posan kidolgozva, példdul Fiirstenberg
1955-ben a topologikus terekkel, ugyanak-
kor a legelegdnsabb, merthogy legegysze-
riibb bizonyitds Eukleidészt6l szarmazik.
A gondolatmenet a kovetkez6. Tegyiik fel,
hogy véges szdmu primszam létezik. Ebben
az esetben van egy, az 0sszes tOobbinél
nagyobb szdm, nevezziik P-nek. Most szo-
rozzuk meg az Osszes primszdmot egészen
P-ig, és az eredményt nevezziikk N-nek:
2x3x5x7x1lx..xP=N.
Nézziik meg, mi torténik az N + 1 szdmmal.
Nyilvanval6, hogy ez a szdm nem oszthat6
2-vel, mert az az N egyik osztdja, igy a maradék
1 lenne. Ugyanezen okbdl nem oszthaté 3-mal
sem, mert az is az N osztdja, s megint csak 1
lenne a maradék. Ezzel a gondolatmenettel arra
a kovetkeztetésre jutunk, hogy N + 1 nem oszt-
haté egyetlen P-ig terjed6 primszdmmal sem,
ami azt jelenti, hogy vagy maga is primszam,
vagy egy P-nél nagyobb primszdmmal oszt-
hatd. Mivel azt feltételeztiik, hogy P-nél na-
gyobb primszamok nem léteznek, ugyanakkor
N + 1 primszdmnak bizonyult, ez ellentmond
annak a feltételezésnek, hogy P a legnagyobb

Modern sziiré

és véglil csak a primszamok
maradnak.

A zsenidlis tudésok képesek meglatni a latszélag egymastél nagyon kiilonb6zé dolgok kozotti szokatlan 6sszefliggéseket. Mi
lehet a kdz6s a primszamokban és a parabolaban? Két XX. szazadi orosz matematikus, Jurij Matijaszevics és Borisz Sztecskin
e gorbének egy figyelemre mélto tulajdonsagat fedezte fel. Az egymast kovetd egész szamok pontokként abrazolhatdk a gorbe
két agan, méghozza gy, hogy két tetszéleges pontot 6sszekotd szakasz pontosan a szorzatuknak megfelelé pontban metszi

a parabola tengelyét. A szakaszok szisztematikus dbrazolasdval a para-
bola tengelyén minden dsszetett szam kizarhaté,
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primszdm. Ez az ellentmondds azt jelenti, hogy
a kiindul¢ feltevés hamis volt.

-Kiszamithatatlanabb, N

mint az id6jaras 1000
Konnyebb megjésolni, milyen id6§ lesz

két év miilva egy kis faluban, vagy milyen 10 000

lesz a részvények végsd arfolyama, mint a 100 000

primszdmok el6forduldsat meghatdrozni a

természetes szdmok sordban. Példaul 1 és 1000 000
100 kozott tobb primszdm van, mint 101 és 10 000 000
200 kozott. 1 és 1 000 kozott 168 primszam

van, mig a 10100 és 10190 + 1 000 kozotti 100 000 000
ezer szambol csak kett6 primszdm. Van 1000 000 000
azonban egy tétel (ennek megfogalmaza- 10 000 000 000

sat és bizonyitdsidt sok matematikus egé-

A primszamtétel tablazata

P (N) N/In(N)

168 145

1229 1089

9592 8 696

78 498 72 464

664 579 621118
5761455 5434783
50 847 478 48 309 185
455052 511 434782 650

szen lenyligozdének tartja), amely megadja
a primszdmok hozzavetbleges gyakorisdgat
az egész szamok kozott. Tegyiik fel, hogy
P(N) az N-nél kisebb primszdmokat jelenti.
P(8) példaul 4, mivel a nyolcas szdm el6tt
négy primszam taldlhaté, nevezetesen a 2, a
3,az 5 és a 7. A matematikusok dltal prim-
szamtételnek nevezett elgondolds szerint
N novekedésével az N / P(N) ardny egyre
inkdbb megkozeliti N természetes logarit-
musat. Ez a latszolagos zlirzavar a kovet-
kez6képpen fordithaté le. Tegyiik fel, hogy
valaki megkérdezi t6liink, szerintiink hany
primszam létezik az els6 ezer szam kozott.
Vegylink el6 egy zsebszamoldgépet, és hajt-
suk végre a kovetkezd 1épéseket:

1) irjuk be azt, hogy 1 000,

2) nyomjuk meg az In (logaritmus) gombot,
3) nyomjuk meg a 1/x gombot,

4) szorozzuk meg az eredményt ezerrel.

Az eredmény 144,7648270108394255037630
630554 lesz, ami azt jelenti, hogy 1 és 1 000
kozott koriilbeliil 145 primszdam taldlhat6. A
hozzavetbleges eredmény nem csoda, hiszen
valéjdban 168 primszdm van. Ne felejtsiik el
azonban, hogy az eredmény egyre pontosabb
lesz, ahogyan N novekszik, és nagy bizo-
nyossaggal allithatjuk, hogy példdul az els6
millidrdnak csak 3,6%-a primszam.

Ezt a rendkiviili eredményt el6szor 1792-ben
a zsenidlis német Karl Friedrich Gauss je-
gyezte fel, mindossze 15 évesen. T6bb mint

32 31 37 31
13 | 30 17 13

12 | 29 5 3 29
1M ] 28 19 ) 2 "

10 | 27 41 7

25 26 23

48 49 43 47

A <A primszdmok elosz- Ezutdn észrevette, hogy a

ldsdrol még mindig sok
mindent nem tudunk. 1963-
ban Stanistaw Ulam lengyel
szdrmazdsi amerikai mate-
matikus azzal az otlettel dllt
eld, hogy az egész szdmokat
spirdlba rendezi, egy rdcs
kozepébdl kiindulva.

primszdmok nem teljesen
véletlenszeriien jelennek meg,
hanem gyakran furcsa suga-
rakat vagy dtlokat alkotnak
(a képen rozsaszinnel jelolve).
A bal oldalon ezek az érdekes
struktiirdk egy 399 x 399 mé-

retii rdcson ldthatok.

* Primszdmok
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egy évszdzaddal késébb, 1896-ban Jacques
Hadamard és Charles de la Vallée Poussin be
is bizonyitotta.

‘Feltételezések vilaga
A nehezen megfoghat6 primszdmok szdmos

egyszerli megfigyelésre vezetnek, amelyek
nehéz feltevések elé dllitottdk a matematika
vilagat. Példaul megfigyelhetjiik, hogy:

4=2+2

6=3+3

8=3+5

10=5+5

12=5+7

14=7+7
Egy kis tiirelemmel még meglep&bb eredmé-
nyeket is kaphatunk, mint példaul 374 = 151 +
+223.
Goldbach, Euler levelezbtarsa fogalmazta
meg azt a feltételezést, hogy minden péros
szdm, amely nagyobb kett6nél, két prim-
szdm Osszegeként irhat6 fel. Eddig senkinek
sem sikeriilt ezt aldtdmasztania. 1937-ben
Vinogradov bebizonyitotta, hogy barmely
»elég nagy” szdm harom primszdm Osszege-
ként {rhat6 fel. Késoébb kideriilt, hogy az ,.elég
nagy” mintegy 7 000 000 szdmjegyet jelent,
mégis, ez kétségteleniil nagy el6relépésnek
szamitott. Szdmitogépek révén bebizonyo-
sodott, hogy Goldbach feltevése minden
2 x 100-ndl kisebb pdros szamra igaz. 2 000
és 2002 kozott 1 000 000 dolldros jutalmat
tliztek ki annak, aki ezt a hipotézist megerd-

» Goldbach 1742. junius
7-én irt levele Eulernek,
amelyben eldszor mutatta

be hires feltevését a primszd-
mokrdl. Christian Goldbach
(1690-1764) az orosz
kormdny magas rangu
tisztviseldje és I1. Péter cdr
tanitdja volt, mindemellett
pedig kiemelkedd

matematikus.
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Az aritmetika alaptétele

A nem primszamok, vagyis azok a szamok, amelyeket 6sszetettnek
neveziink, kiilonb6z6 médon fejezhetdk ki. Példaul a 12 6sszetett szam,
amelyet 3 x 4-ként, 2 x 6-ként vagy 3 x 2 x 2-ként fejezhetilink ki. Ezzel
szemben a 11-et csak 1 x 11-ként tudjuk leirni. A 12-es szamot kifejez6
harom méd koziil csak az utolsé all primszamokbdl, és van egy fontos
tulajdonsaga: ez az egyetlen mddja annak, hogy a 12-es szamot primsza-
mok szorzataként fejezziik ki. Ezt a tulajdonsagot barmely szamra kiter-
jeszthetjuk. Példaul: 18 = 2 x 3 x 3 az egyetlen lehetséges irdsmaddja a
18-nak primszamok szorzataként. Ezt az egyik legfontosabb eredményt,
amelyet az aritmetika alaptételeként ismeriink, Euklidész bizonyitotta be.
Pontos megfogalmazasa szerint ,minden egynél nagyobb pozitiv egész

szam egyértelmen kifejezhetd primszamok szorzataként”.

A A szellemi kalandok-
kal jdro izgalmat szdmos
modern szépirodalmi mii
megorokitette. Aposztolosz
Doxiadisz regényében
(Petrosz bdcsi és a
Goldbach-sejtés) a fohds
hosszii éveken dt igyekszik
hidbavalo kisérletekkel

bizonyitani az elméletet.

» Postai bélyegzé Urbana
vdrosdbol (Egyesiilt
Allamok) a Mersenne-primek

felfedezésének tiszteletére.

”u

siti. Senki sem jelentkezett, és biztosan nem a
szandék hidnyzott hozza.

Egy misik feltevés, amely még bizonyitdsra
var, az ugynevezett ikerprimek hipotézise.
Végteleniil sok olyan primpar l1étezik, amely-
nek kiilonbsége 2, példaul 17 és 19, 41 és 43,
valamint 59 és 61 (a legnagyobb ilyen ismert
par 835 33539 014 &g (835 33539014 4+ 2). Mds
esetekben azonban két egymast kovetd prim-
szdmot tobb szdzmillidrd egyéb egész szdm
vélaszthat el (bebizonyosodott, hogy barmely
adott K egész szam esetén létezik egész sza-
mok olyan K hossziisdgi sorozata, amely
egyetlen primszdmot sem tartalmaz).

*Oriasi primszamok
1644-ben Marin Mersenne, a nagyszer(
tudds, Descartes, Galilei és Fermate levele-

-
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zOtdrsa, azt a szdmtipust tanul-
manyozta, amelyet kés6bb rdla
neveztek el. A Mersenne-szdm
(M,) egy 2" — 1 alakii szdm, ahol
p primszdm. Példaul M, = 22 —
-1=4-1=3éM3=23-1=
=8 — 1 =7.Hafolytatjuk, akkor M5
= 31 és My = 127 lesz, mindkettd
primszam. Ugyanakkor 211 — 1 =
=2 047 = 23 x 89, igy M;; mar
nem primszadm. Mersenne feltéte-
lezte, hogy p = 257-ig 2"~ 1 csak
akkor lesz primszdm, ha p = 2, 3,
7,13,17, 19, 31, 67, 127 és 257.
Kideriilt, hogy a lista hibakat tar-

RN R

talmaz, és fontos tények hidnyoz-
nak beldle. Példaul 5 000-ig 2" — 1
primszdamp=2,3,5,7,13,17,19, 31,61, 89,
107,127,521,607,1279,2203,2281,3 217,
4 253 és 4 423 esetén.

Felmeriilhet a kérdés, hogy mire j6 az ilyen
bonyolult szdmok meghatdrozdsa. A valasz
az, hogy a nagy teljesitményli szdmit6gépek
korét éljiik, és a Mersenne-szdmokkal végez-
het6 teszt alkalmas a szdmitégépes felhaszna-
lasra. A Lucas-teszt megmondja nekiink, hogy
a Mersenne-szdm primszdm-e. Létezik egy
szervezet, a GIMPS (Great Internet Mersenne
Prime Search), amely a Mersenne-primek &t-
fogé internetes keresését koordinalja. Ennek
koszonhet6en taldltdk meg az Mj3 o1 377,

Mg 972 593, M3 402 457 €8 M3; 589 657 Szdmo-
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A A Harmonie Universelle
cimii mif egyik oldala.
Szerzdje, Marin Mersenne
(1588—1648) pap, mate-
matikus, fizikus és filozofus
volt. Aktivan kutatta a zenei
Jelenségeket is, elemzésiiknek

legaldbb hat miivet szentelt.
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kat, amelyek koziil az utols6 csaknem tizmilli6
szamjegybdl all6 primszam. A jobb oldali tabla-
zatban szerepld utols6 Mersenne-szdm a XXI.
szdzad elején a legnagyobb ismert szdm volt.

*Hosszas varakozas

Képzeljiink el egy nagy festékraktarat,
amelyben tobb szdzezer kiilonb6z6 szinii fes-
tékesdoboz taldlhaté. Vegyiink két tetszéleges
dobozt, és keverjiik 0ssze a festékeket. Eddig
ez egyszer(i miivelet. Ha azonban megmutat-
juk az eredményt valaki mdsnak, és megkér-
jiik, deritse ki, melyik két szinbdl keletkezett
az elegy, nem kis fejtorést okozhatunk neki.
gy mikodnek az dgynevezett egyirdnyd ma-
tematikai fliggvények, mds néven matematikai
csapdédk, amelyeket az egyik oldalrél nagyon
konnyli megoldani, 4m a masik irdnybdl rend-
kiviil nehéz. Képzeljiik el, hogy a raktarban a
festékesdobozok helyett primszdmok vannak.
Vilasszunk ki koziiliik kett6t tetszdlegesen,
példdul a 7-et és a 13-at, szorozzuk 0ssze Oket
(ez a dobozok Osszekeverésének felel meg).
Az eredmény: 7 x 13 = 91 lesz. Felmeriil a
kérdés: meg lehet dllapitani, melyik két szdm
szorzata adja a 91-et? Ha rendelkezésiinkre all

Mersenne-szam Szamjegyek Ev Szamitégép
M, 157 1952 SWAC
Meo7 183 1952 SWAC
M 57 386 1952 SWAC
M, 503 664 1952 SWAC
M3 021377 909.526 1998 Pentium (200 Mhz)
Mg g72503 2 098 960 1999 Pentium (350 Mhz)
M3 402457 9152 052 2005 [tanium 2 (1,5 Ghz)
M32 582657 9 808 358 2006 [tanium 2 (1,6 GhZ)

A Mersenne szivacsként
szivta magdba a tuddst,
gyakorlatilag nem volt olyan
korabeli tudomdnydg, amely
ne érdekelte volna. A mate-
matikdban természetesen a
szdmelmélet irdnt érdekld-
dott, de geometridval, konk-
rétan a cikloidok tanulmd-

nyozdsdval is foglalkozott.

a primszadmok listdja, nyugodtan kiprébalhat-
juk 6ket egymads utdn. Ez egyszeriinek ltszik,
mint ahogy a keverékeket alkot6 szineket
megtaldlni sem volna nehéz, ha a raktirban
legfeljebb egy tucat alapszin lenne. De nem ez
a helyzet, plane nem a primszamok esetében.
Kideriteni példdul azt, hogy az 1 409 305 684
859 két primszdm, a 705 967 és a 1 996 277
szorzatdnak eredménye, mindenki tiirelmét
prébdra teheti, kiilondsen, ha figyelembe vesz-
sziik, hogy mindkét primszadmot olyan listabdl
véalasztottdk ki, amely az 1 és 2 millié kozotti
0sszes primszamot tartalmazza (ez koriilbeliil

* Primszdmok





